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Resumen

En el modelamiento matemático de cascadas de extracción líquido-líquido, una de las primeras 
aproximaciones corresponde a la seguida por el método ISR. Este artículo aborda las suposiciones, 
limitaciones, ventajas y desventajas del método, haciendo énfasis en su implementación en el len-
guaje de programación Maltab®. La validación se realizó mediante la simulación de una cascada 
de extracción para la separación de una mezcla de benceno y heptano llevada a cabo con dimetil-
formamida y agua, en la que se obtuvo una desviación promedio menor al 5 %. 

Palabras clave: método ISR, cascadas de extracción, matriz tridiagonal, algoritmo de Thomas.

Abstract

In the mathematical modeling of liquid-liquid extraction cascades, one of the first approximations 
corresponds to those followed by the ISR (Isothermal Sum of Rates) method. The present work 
addresses the assumptions, limitations, advantages and disadvantages of the method, with emphasis 
on its implementation in the programming language Matlab®. The validation was carried out by 
simulating an extraction cascade for the separation of a mixture of benzene and heptanes carried out 
with dimethylformamide (DMF) and water, obtaining an average derivation of less than 5 %.
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Introducción

Actualmente, el cálculo, modelamiento matemático y simulación de cascadas de extracción líquido-
líquido presenta varias alternativas de solución; por ejemplo: métodos gráficos (aplicación restrin-
gida a sistemas de más de tres componentes), manipulación simultánea (como Newton-Rapshon), 
métodos inside-out (empleados por Aspen Plus®) (Debjit y Khanna, 2006), convergencia global y 
secuenciales. En esta última alternativa se encuentra el método ISR (isothermal sum of rates) pro-
puesto por Tsuboka y Katayama (1976). El ISR es de fácil ejecución a nivel computacional, pues 
solamente requiere de la manipulación de expresiones numéricas (no usa expresiones simbólicas); 
estas expresiones pueden ser desarrolladas en plataformas de programación como FORTRAN y 
C++, usando métodos numéricos rigurosos y, en algunos casos, extensas líneas de código. En los 
simuladores comerciales de procesos, la estrategia de solución queda enmascarada dentro de una 
“caja negra” que no permite un conocimiento e interiorización detallada del proceso. Este trabajo 
busca contribuir en el estudio de la extracción líquido-líquido mediante la descripción detallada 
de su implementación en el lenguaje Matlab (MATrix LABoratory), mostrando las ventajas en 
el uso y manipulación eficiente de matrices por parte del software (Yadav y Patwardhan, 2009; 
Weinstein, Semiat y Lewin, 1998; Naphtali y Sandholm, 1971; Jelinek y Hlavacek, 1976; Fonyo, 
Nishimura y Yamashita, 1983; Cho, Yeo y Kim, 1999).

La solución de cascadas de extracción líquido-líquido, así como otras operaciones de separa-
ción convencionales y no convencionales, calcula los perfiles de concentración de los compuestos 
presentes en las fases a separar a lo largo de la columna y los flujos de dichas fases. Este cálculo 
se realiza mediante el planteamiento del equilibrio de fases y los balances de materia y calor 
(Fontalvo y Gómez, 2008; Saien y Daliri, 2014; Laddha y Degaleesan, 1978; Weinstein, Semiat 
y Lewin, 1998). 

El esquema general de estas cascadas se ve en la figura 1. En la figura se aprecia que conforme 
los flujos de extracto y refinado avanzan en las etapas de equilibrio, sus composiciones cambian debi-
do al fenómeno de transferencia de masa generado por el gradiente de concentraciones, que ocurre 
cuando se mezclan ambas fases. Esto es aprovechado, junto con los conocimientos del equilibrio 
de fases de miscibilidad parcial, para obtener la separación de una solución cruda con un soluto de 
interés. En el caso de estudio escogido, el soluto es el benceno, que por destilación logra ser sepa-
rado del heptano (diluyente); sin embargo, según Henley y Seader (2011), esta operación resulta 
poco factible, por lo que la extracción selectiva con dimetilformamida (DMF) y agua se realiza para 
lograr la separación del benceno con altos porcentajes de pureza. 
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Figura 1. Esquema general de una cascada de extracción líquido-líquido multietapa-multicomponente. 

Fuente: Sánchez, Cárdenas y Arturo (2010).
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Metodología

Según uno de los principios del método ISR (Tsuboka y Katayama, 1976), la inclusión de flujo de 
calor en cada etapa es despreciada; por lo tanto, se asume que la cascada es isotérmica. Este factor 
limita su uso, pues si bien se puede construir la columna con aislamiento térmico, van a existir 
flujos de calor por cada etapa debido a efectos de mezclado que inciden directamente en las ental-
pías de cada corriente; situación que modifica los resultados o las columnas donde se requiere que 
las corrientes sean alimentadas a temperaturas diferentes. A pesar de esto, el ISR se constituye 
en una herramienta básica y de importancia en el estudio conceptual del esquema de separación; 
además, los resultados de este método pueden ser tomados como estimados iníciales para modelos 
más rigurosos. 

Los problemas de solución de unidades de separación se rigen por el modelo idealizado de ecua-
ciones MESH (acrónimo en inglés de material balance, equilibrium, summation condition, heat balan-
ce). MESH hace referencia a los balances de materia y energía, relaciones de equilibrio y restricción 
de composiciones en cada etapa, donde teóricamente se llega al equilibrio, pero que en la realidad 
difícilmente se cumple (Henley y Seader, 2011). El conteo de variables y ecuaciones se realiza de la 
siguiente manera: en primer lugar, se realiza la especificación de las variables fijas de entrada; estas 
son: flujos de alimentación (bien sea, solución cruda, o disolvente), temperatura y presión de ope-
ración, número de etapas de equilibrio y posibles flujos extraídos o alimentados desde o hacia cada 
etapa. Luego se realiza la suposición de extracción perfecta; esto quiere decir que todo el soluto ali-
mentado a la torre se separa en el extracto y todo el diluyente en el refinado (en este caso, el soluto es 
el benceno y el diluyente el n-heptano) (Henley y Seader, 2011). Para este procedimiento, la primera 
alimentación tiene un flujo de 400 lbmol/h con un 75 % de heptano con benceno restante, y la de 
disolvente, 1000 lbmol/h con un 75 % de metilformamida con agua restante.  

Tabla 1. Conteo de variables en una columna de extracción líquido-líquido isotérmica

Variables Cantidad Ecuaciones Cantidad

Flujos totales N Balances de materia N

Composiciones 2Nc Relaciones de equilibrio 2Nc

Total N(1+2c) Total N(1+2c)

Para la solución, inicialmente se supone un perfil lineal de flujos de extracto (Ej ) a lo largo de 
la cascada con base en la especificación inicial de extracción perfecta. Por otro lado, los flujos de refi-
nados (Rj) se calcularon a partir del balance de materia desde la etapa 1 hasta la j (ver ecuación 1).

 

Rj = E j+1 E1 + Fj
1

j

(1)

Luego de suponer los flujos, se prosigue con las composiciones de refinado y extracto. Para 
esto se requiere un conocimiento cualitativo del equilibrio de fases (ver figura 2). Según Treybal 
(1951), este equilibrio tiene una superficie de miscibilidad de tipo II (construida a través del méto-
do expuesto por Sánchez, Estupiñán y Salazar [2010]), que muestra pares parciales entre benceno 
y heptano y entre DMF y heptano. Aquí se puede apreciar que la región de miscibilidad parcial 
es más del 90 % de la superficie, por lo que se infiere que la toma de estimados iniciales puede 
adaptarse a la suposición de extracción perfecta.
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En la figura 2 se puede conocer si en las fases mencionadas la fracción del compuesto i aumen-
ta o disminuye a lo largo de la cascada. Como se observa en la tabla 2, las composiciones supuestas 
no necesariamente deben sumar la unidad. Al final del ciclo iterativo se corrige esta situación. Es 
claro que en el extracto la separación perfecta no hay heptano en esa fase, y en el refinado no hay 
DMF ni agua; además, las restricciones de composición por etapa en cada fase tampoco se cum-
plen, por lo que se confirma que la relación no es lineal.

En la construcción de las matrices tridiagonales se calcularon los coeficientes de distribución 
con los balances de materia para cada etapa, los equilibrios de fase por cada componente i hasta c, 
y etapa j, lo que se muestra en la ecuación 2: 

Ki, j =
xi, j

E

xi, j
R =

i, j
R xi, j

R ,...,xc. j
R ,T( )

i, j
E xi, j

E ,...,xc, j
E ,T( )

(2)
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Figura 2. Equilibrio líquido-líquido (ELL) para el sistema heptano-benceno-DMF-agua.

Tabla 2. Perfil de composiciones supuesto para iniciar el proceso iterativo

Etapa
Extracto Refinado

Heptano Benceno DMF Agua Heptano Benceno DMF Agua

1 0 0.1000 0.7000 0.2000 0.7500 0.2500 0 0

2 0 0.0819 0.7141 0.2043 0.8061 0.0422 0 0

3 0 0.0642 0.7282 0.2078 0.8659 0.0071 0 0

4 0 0.0509 0.7425 0.2116 0.9312 0.0014 0 0

5 0 0.0407 0.7583 0.2163 1 0 0 0
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Para este caso, los coeficientes de actividad fueron modelados por NRTL (Kontogeorgis y 
Folas, 2010; Poling, Prauznits y O’ Connel, 2011; Walas, 1985), y para la iteración 1, fueron calcu-
lados con las fracciones supuestas y el perfil lineal de composiciones a lo largo de la cascada.

Los balances de materia resultan de la siguiente manera cuando se combinan con la ecuación 2:

Rj 1xi, j 1
R Rj + E j Ki, j( )xi, j

R + E j+1Ki, j+1xi, j+1
R = FjZi, j (3)

En la ecuación 4, el término A se refiere a la cantidad del compuesto i que entra a la etapa j, 
que proviene del anterior en fase refinado; el término B, a las corrientes de extracto y refinado que 
salen de la etapa j, y el término C, a la cantidad compuesto i que entra a la etapa desde la siguiente. 
Para la primera etapa, el primer término es cero, ya que no hay entrada evidente de una corriente 
de refinado. Por otro lado, en la etapa cinco, el último término es cero, ya que no hay entrada de ex-
tracto desde una etapa posterior.

Luego de construidas las matrices tridiagonales, se ejecuta el algoritmo de Thomas (Burden, 
2010); con este algoritmo se hallan los términos xi, j 1

R ,xi, j
R , y xi, j+1

R  que dan solución al sistema. Es 
claro que se debe ejecutar un algoritmo por cada componente para hallar los perfiles corregidos. 
De un compuesto i resulta esta matriz:

xi,1
R

xi,2
R

xi,3
R

xi,4
R

xi,5
R

=

Bi,1 Ci,1 0 0 0

Ai,2 Bi,2 Ci,2 0 0

0 Ai,3 Bi,3 Ci,3 0

0 0 Ai,4 Bi,4 Ci,4

0 0 0 Ai,5 Bi,5

1

*

F1Zi,1

F2Zi,2

F3Zi,3

F4Zi,4

F5Zi,5

(4)

La tabla 3 muestra la primera iteración para el heptano, benceno, dimetilformamida y agua, así 
como las restricciones de composición en cada fase. Hay que tener en cuenta que los coeficientes 
de partición calculados para hallar las fracciones en el extracto se aproximan tomando las composi-
ciones de refinado calculadas y las de extracto anteriores; según el método, luego de conocidas estas 
últimas, se calculan los coeficientes corregidos y se recalculan las fracciones en el extracto. Es claro 
que como estos son los resultados de una primera solución y es un sistema de alta no idealidad son 
necesarias más iteraciones, ya que no se cumplen las restricciones de composición.

Según el criterio de convergencia del método, para la siguiente iteración del bucle interno (es 
decir, el que itera las fracciones en el refinado y extracto) se deben replantear las matrices tridiago-
nales con los flujos de extracto y refinado no corregidos (ver la tabla 3). 
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Tabla 3. Primera iteración de la cascada de extracción

Etapa
Extracto Refinado

RC, E RC, R
Heptano Benceno DMF Agua Heptano Benceno DMF Agua

1 0.0269 0.0864 0,.6620 0.2250 0.7630 0.1610 0.0752 0.0008 1.000 1.000

2 0.0226 0.0520 0.6970 0.2280 0.8340 0.1010 0.0646 0.0006 1.000 1.000

3 0.0204 0.0305 0.7140 0.2350 0.8840 0.0608 0.0549 0.0004 1.000 1.000

4 0.0194 0.0161 0.7250 0.2400 0.9190 0.0325 0.0480 0.0004 1.000 1.000

5 0.0179 0.0063 0.7320 0.2430 0.9420 0.0131 0.0446 0.0003 1.000 1.000

xi, j
R( )

Normalizado
=

xi, j
R( )

Anterior

xi, j
R( )

Anteriori=1

C (5)

Resultados y discusión

El resultado para las composiciones para el cual converge el proceso de iteración se muestra en la 
tabla 4, en la que se advierte que cada valor se desvía en menos del 5 % respecto a los obtenidos 
por Seader y Henley (2011).

Tabla 4. Perfil de composiciones extracto

Etapa
Extracto (este trabajo) Extracto (Seader y Henley, 2011)

RC, E RC, R
Heptano Benceno DMF Agua Heptano Benceno DMF Agua

1 0.0269 0,0864 0.6620 0.2250 0.0263 0.0866 0.6626 0.2245 1.000 1.000

2 0.0226 0.0520 0.6970 0.2280 0.0238 0.0545 0.6952 0.2265 1.000 1.000

3 0.0204 0.0305 0.7140 0.2350 0.0213 0.0309 0.7131 0.2347 1.000 1.000

4 0.0194 0.0161 0.7250 0.2400 0.0198 0.0157 0.7246 0.2399 1.000 1.000

5 0.0179 0.0063 0.7320 0.2430 0.0190 0.0062 0.7316 0.2432 1.000 1.000

Una vez obtenidas las composiciones corregidas, se actualizan los flujos de extracto y refinado 
(ver tabla 5); este procedimiento, conocido como bucle externo, toma 70 iteraciones (incluidas las 
de los bucles internos y el externo) y 1.317 segundos, incluido el tiempo de iteración y de lla-
mado de la función de NRTL. Con base en lo anterior, los flujos de extracto finalmente obtenidos 
son comparados con los reportados por Seader y Henley (2011) para el caso de estudio reportado.

La figura 3 muestra el algoritmo empleado para la resolución de la cascada. Es claro que hay 
dos bucles internos y otro externo, los dos primeros convergen las fracciones en el refinado, y el 
segundo, en las del extracto y los flujos. Los cálculos fueron realizados en Matlab R2012b® con 
una CPU Intel Core i5-3317U a 1.7 GHz de cuarta generación y una memoria RAM de 6GB. 
Cuando se termina un ciclo while, necesario en las iteraciones, hay que redefinir los errores como 
variables base para las mismas, ya que permanecen como variables basura en las consecutivas ite-
raciones. Para la figura 3 hay que tener en cuenta la notación mostrada en la tabla 6.
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Tabla 5. Perfil de flujos de extracto y refinado  
a lo largo de la cascada de extracción

Etapa

j

Ej(lbmol/h) -Este 

trabajo

Ej(lbmol/h) -Seader 

& Henley 2011
% Error

1 1112.5 1113.1 0.05 %

2 1097.3 1104.7 0.67 %

3 1064.0 1065.6 0.15 %

4 1042.3 1042.1 0.02 %

5 1026.8 1028.2 0.14 %

Los errores y los flujos de extracto corregidos se calculan como:

Error1= xi, j
R( )

Nuevo
xi, j

R( )
Anterior

i=1

c

j=1

N

(6)

Error _1= xi, j
R( )

Nuevo
1

i=1

c

j=1

N

(7)

Error2 =
E j( )

Nuevo
E j( )

Anterior

E j( )
Nuevo

2

j=1

N

(8)

E j( )
Nuevo

= E j( )
Anterior

* xi, j
E

i=1

c

(9)

Tabla 6. Simbología para la figura 2

Variable Descripción

r Contador de iteraciones.

Error1 Discrepancia entre las fracciones de la iteración r y la r+1.

Error_1 Discrepancia entre la restricción de composición y 1.

Error2 Diferencia entre los flujos de extracto de la iteración r y la r+1.

Tol Tolerancia en el proceso de convergencia.

Los perfiles de composición por etapa, mostrados en las figuras 4, 5 y 6, evidencian un porcen-
taje de recuperación de benceno del 96.4 %, lo que hace que la operación de extracción sea viable 
en términos de la transferencia de masa. Para el perfil de composiciones en el extracto, se evidencia 
que la composición de benceno disminuye conforme aumenta el número de la etapa, esto es bási-
camente porque lo que se busca es que en la primera etapa se obtenga la mayor cantidad del soluto, 
y en la última, la menor cantidad posible.



sebastián gómez páez

	 Fundación Universidad de América
	 Semilleros Formación Investigativa vol. 3 nº 1: 23-33, enero-diciembre 2017	 ISSN 2463-045430

Especificar P, T, Fj, Zi,F, 
N y tolerancia global

Suposiciones iniciales: 
flujos y composiciones

Ejecutar algoritmo de Thomas

Normalizar las 
composiciones 

del refinado

Emplear las fracciones 
y coeficientes de la 
iteración anterior

Calcular las nuevas fracciones en el extracto, 
sumarlas y multiplicarlas por el flujo de dicha fase 

en cada etapa

Calcular los flujos de refinado 
a lo largo de la cascada

Cacada resuelta

No

No

No

Si

Si

Si

Si

I = 1 + r

I = 1 + r

I = 1 + r

I = 1 primera iteración 
del bucle externo

Calcular error1.
¿Error1<Tol?

Calcular error_1.
¿Error1<Tol?

Calcular error2.
¿Error2<Tol?

Figura 3. Algoritmo para la solución de cascadas de extracción por el método ISR.

Conclusiones

Los resultados muestran que el algoritmo implementado en Matlab® es robusto, confiable y de 
fácil implementación para la simulación de cascadas de extracción multietapa y multicomponente 
en equilibrio; sin embargo, puede ser aplicada únicamente a columnas totalmente isotérmicas, is-
obáricas y bajo la suposición del arribo a la condición de equilibrio en cada etapa de contacto. Los 
resultados permiten obtener estimados iníciales que pueden ser utilizados para el caso de colum-
nas complejas, como las reportadas en Sánchez et ál. (2009). La convergencia del método es rápida 
y muestra resultados confiables a la hora de tener un primer acercamiento al diseño conceptual de 
una columna de extracción líquido-líquido bajo la suposición de la condición de equilibrio. 
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Figura 6. Perfil de flujos de extracto y refinado por etapa.

Por otro lado, se logró identificar a Matlab® como un software altamente versátil y con un 
lenguaje poco complejo en términos de sintaxis (respecto a otros como FORTRAN o C++) a la 
hora de generar códigos para resolver columnas de extracción por este método riguroso. Se infirió 
que este software sirve para programar cualquier método disponible en la literatura, como sistemas 
regidos por el ELL (isotérmicos y no isotérmicos) y el EVL u otro tipo de problemas como diseño 
de reactores y procesos en ingeniería química. 
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