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Resumen

Se presenta una versión del método de substituciones 
sucesivas sugerido por Michelsen (1982a) con el fin de 
analizar la estabilidad material de mezclas líquidas 
con múltiples componentes (reactivas o no reactivas). 
La técnica no requiere derivadas numéricas y es de fá-
cil implementación computacional. Se ilustran algunos 
ejemplos de flash isotérmico para las disoluciones de 
n-amil acetato + agua + ácido acético y flash isotérmi-
co reactivo para las soluciones de ácido acético + butil 
alcohol + butil acetato + agua. Los resultados permiten 
concluir que el algoritmo de Rachford y Rice converge 
sin presentar problemas numéricos cuando es iniciado 
con los resultados de la prueba de estabilidad material.

Palabras Clave: Estabilidad material, Criterio del 
plano Tangente de Gibbs, Equilibrio líquido – líquido, 
Equilibrio Líquido – Líquido Reactivo.

Abstract

A version of successive substitution method suggested 
by Michelsen (1982a) is presented to analyze the mate-
rial stability of multicomponent liquid mixtures (with 
and without reaction). The technique does not requi-
re numerical derivatives and is computationally easy 
to implement. Some examples of isothermal flash are 
illustrated for the n-amyl acetate + water + acetic acid 
mixture and reactive isothermal flash for the acetic acid 
+ butyl alcohol + butyl acetate + water mixture. The re-
sults allow conclude that the Rachford and Rice algo-
rithm converges without numerical problems when is 
initiated with the results of material stability test.

Keywords: Material Stability, Gibbs Tangent Plane 
Criterion, Liquid – Liquid Equilibrium, Reactive Liquid – 
Liquid Equilibrium.
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INTRODUCCIÓN

La solución del problema de una separación instantá-
nea o flash isotérmico resulta importante en la simu-
lación de procesos de separación por contacto entre 
fases fluidas empleando algoritmos etapa por etapa 
(Parekh y Mathias, 1998; Sánchez, Arturo y Cárdenas, 
2009; Sánchez, Cárdenas y Arturo, 2010; Sánchez Artu-
ro y Álvarez, 2011) y en la caracterización termodiná-
mica necesaria durante el diseño conceptual de proce-
sos de destilación y extracción (Sánchez, Estupiñán & 
Salazar, 2010).

La resolución numérica de un flash isotérmico pre-
senta dos dificultades inherentes: a) el número de fases 
es desconocido a priori y b) los estimados iniciales jue-
gan un rol preponderante (decidiendo en la mayoría de 
los casos las posibilidades de convergencia). La forma 
más general de tratar estos dos inconvenientes es apli-
cando un análisis de estabilidad material sobre la mez-
cla que se somete a la separación instantánea (Michel-
sen, 1982a, 1982b, 1986; Eubank, Elhassan & Barrufet, 
1992; Vásquez, Iglesias & Rico, 1995; Sun & Seider, 1995; 
McDonald & Floudas, 1997; Firoozabadi, 1999; Wasyl-
kiewicz & Ung, 2000; Sofyan, Ghajar, & Gasem, 2003).

La idea central de los algoritmos disponibles en la 
literatura para evaluar la estabilidad material de una 
mezcla consiste en la aplicación del criterio del pla-
no tangente de Gibbs (CPTG). Se trata de localizar los 
puntos estacionarios de la función que mide la dis-
tancia desde la superficie de energía libre de Gibbs al 
plano tangente (generado con la composición de la 
solución cuya estabilidad se está probando). Una vez 
localizados los mínimos de la “función distancia al pla-
no tangente” (DPT) se puede decidir acerca de la esta-
bilidad (Wasylkiewicz & Ung, 2000; Harding & Floudas, 
2000; Sofyan, Ghajar & Gasem, 2003; Bonilla, Acosta & 
Tapia, 2008). Por esta razón, los trabajos disponibles en 
la literatura se ocupan principalmente de los métodos 
empleados para localizar los puntos estacionarios de 
la DPT y coinciden en señalar la misma dificultad: las 
ecuaciones que determinan los mínimos de la función 
distancia al plano tangente poseen múltiples solucio-
nes. Un método general debe garantizar la localización 
del mínimo global.

Las técnicas más comunes para localizar los míni-
mos de la DPT pueden clasificarse en dos grandes gru-
pos: a) solución del conjunto algebraico que representa 
la condición de los puntos estacionarios de la DPT y 
b) minimización de la DPT. Los algoritmos más robus-

tos de la clase a intentan localizar todos los mínimos 
con diferentes estrategias: 1) utilizan múltiples estima-
dos iniciales (Michelsen, 1982a, 1982b); 2) métodos de 
continuación por homotopía (Sun & Seider, 1995; Bau-
sa & Marquardt, 2000; Jalali, Seader & Khalegi, 2008); 
3) investigan exhaustivamente el dominio donde se 
encuentran las soluciones para aplicar métodos de 
convergencia local (como el Newton - Raphson) en la 
vecindad de los puntos estacionarios (Hua, 1997; Hua, 
Brennecke & Stadtherr, 1998; Sofyan, Ghajar & Gasem, 
2003); 4) métodos de relajación (Wasylkiewicz et al., 
1996; Wasylkiewicz y Ung, 2000). Los algoritmos de la 
clase b intentan localizar el mínimo global (Eubank, 
Elhassan & Barrufet, 1992; McDonald & Floudas, 1997; 
Harding & Floudas, 2000); en el caso de algunos mode-
los termodinámicos como NRTL, UNIQUAC, UNIFAC 
y las ecuaciones cúbicas de estado, se han propuesto 
algoritmos robustos (aunque costosos, computacional-
mente hablando) donde se da garantía de la convergen-
cia sobre el mínimo global (McDonald & Floudas, 1997; 
Harding & Floudas, 2000). Es importante subrayar que 
las dos perspectivas (iteración sobre las condiciones 
necesarias de los puntos estacionarios o técnicas de 
optimización) fueron extendidas para cubrir los casos 
con sistemas reactivos (Seider & Widagdo, 1996; Was-
ylkiewicz & Ung, 2000; Bonilla, Acosta & Tapia, 2008; 
Bonilla et al., 2008).

El objetivo principal de este trabajo consiste en 
presentar una versión del método de substituciones 
sucesivas (MSS) sugerido por Michelsen (Michelsen, 
1982a, 1982b) con el fin de analizar la estabilidad ma-
terial de soluciones líquidas con múltiples componen-
tes (reactivas o no reactivas). El MSS es eficiente des-
de el punto de vista computacional y resulta de fácil 
implementación; sin embargo, tiene una “debilidad”: 
requiere la generación de múltiples estimados inicia-
les para investigar los puntos estacionarios de la DPT. 
En el trabajo que se presenta se sugieren estrategias 
para tratar la debilidad citada, dando nuevas pers-
pectivas al método de substituciones sucesivas. Para 
ilustrar las ideas se consideran algunos ejemplos de 
flash isotérmico para las disoluciones de n-amil ace-
tato + agua + ácido acético y flash isotérmico reactivo 
para las soluciones de ácido acético + butil alcohol + 
butil acetato + agua. La primera mezcla es de interés 
en la extracción del ácido acético diluido en solucio-
nes acuosas empleando n-amil acetato como solvente 
(Chang et al., 2005; Hung et al., 2006; Wang, Cheng & 
Li, 2007) y la segunda es relevante en la producción 
de acetato de butilo por extracción reactiva (Minotti, 
Doherty & Malone, 1998; Rivera, 2004; Bonilla, et al., 
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2008). En todos lo casos ejemplificados se encontró 
que el algoritmo de Rachford y Rice (Rachford & Rice 
1952; Henley & Rosen, 1979; Henley & Seader, 2006) 
converge fácilmente cuando los estimados iniciales 
están constituidos por los resultados del análisis de 
estabilidad material.

EQUILIBRIO LÍQUIDO – LÍQUIDO 
Y ESTABILIDAD MATERIAL

La figura 1 ilustra la representación de una etapa de se-
paración instantánea. Aunque constituye un problema 
de “libro de texto” (Henley & Rosen, 1979; Holland, 1981; 
Parekh & Mathias, 1998; Henley & Seader, 2006) ha reci-
bido gran atención porque es un módulo esencial en la 
simulación de procesos de separación en etapa múltiple 
y en la construcción de algunos elementos geométricos 
como las binodales líquido – líquido y las envolventes 
presión – temperatura. El problema consiste en calcular 
las cantidades y composición de las fases de extractos 
y refinados cuando se encuentran fijas la composición, 
cantidad, temperatura y presión de la alimentación. 
Para aplicar una técnica que explote la convergencia 
local deben cumplirse dos condiciones: a) el alimento al 
tanque separador debe ser materialmente inestable y b) 
los estimados iniciales deben encontrarse “cerca” de la 
solución. El planteamiento del flash isotérmico sólo tiene 
sentido para mezclas materialmente inestables. El aná-
lisis de estabilidad es una “antesala” para los cálculos de 
equilibrio líquido – líquido (ELL).

La DPT de la alimentación al tanque en la figura 1, a 
la presión y temperatura de operación, puede expresar-
se en términos de los potenciales químicos (Michelsen, 
1982a, 1982b; Wasylkiewicz & Ung, 2000; Bonilla et al., 
2008):

(1)
El CPTG establece que la solución de composición 

z es materialmente estable si la DPT es mayor o igual 
que cero para todos los valores admisibles de la com-
posición de prueba (x)  (Michelsen, 1982a, 1982b; Was-
ylkiewicz & Ung, 2000; Sofyan, Ghajar & Gasem, 2003; 
Bonilla, Acosta & Tapia, 2008). El enfoque más gene-
ral consiste en aplicar el CPTG sobre los mínimos de 
la DPT para evitar una exploración exhaustiva (o de 
“fuerza bruta”) sobre el dominio de la función. Si el cri-
terio del plano tangente se cumple en el mínimo global, 
se puede garantizar la estabilidad de la solución. Para 
concluir sobre la inestabilidad material basta con el in-
cumplimiento del CPTG en uno de los mínimos.

La condición necesaria para la existencia de los mí-
nimos viene dada por la igualdad a cero de las primeras 
derivadas:

 		

(2)
Donde el subíndice r se refiere a un componente de 

referencia que puede ser elegido sin ninguna restric-
ción. La expresión (2) representa un conjunto de c-1 
ecuaciones no lineales con múltiples soluciones corres-
pondientes con los puntos estacionarios de la DPT, y es 
el objeto de estudio de la mayor parte de los trabajos 
sobre estabilidad material (Michelsen, 1982a, 1982b, 
1986; Firoozabadi, 1999; Wasylkiewicz & Ung, 2000; So-
fyan, Ghajar, & Gasem, 2003; Bonilla, Acosta & Tapia, 
2008; Jalali, Seader & Khalegi, 2008). 

Figura 1. Representación de un flash isotérmi-
co líquido – líquido

 

Fuente: Los autores con base en los esquemas publicados 
en Henley & Rosen, 1979; Holland, 1981; Parekh & Mathias, 
1998 y Henley & Seader, 2006.

ESTRATEGIA DE SOLUCIÓN POR 
SUBSTITUCIONES SUCESIVAS
Al reorganizar la condición de los puntos estacionarios 
(ecuación (2)) de la siguiente forma:

(3)
Y al sustituir la ecuación (3) en (1), se obtiene que en 

un punto estacionario:
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la característica de cada una de estas composiciones 
iniciales es que está constituida, principalmente, por 
uno de los componentes (Michelsen, 1982a; Cairns & 
Furzer, 1990; Wasylkiewicz, et al., 1996; Jalali & Seader, 
2000). Si al aplicar el MSS se obtiene la solución trivial, 
en forma independiente de la condición inicial, se con-
sidera que la mezcla es materialmente estable. En los 
ejemplos tratados en este trabajo se generan múltiples 
condiciones iniciales para el MSS dependiendo del tra-
tamiento que se hace de la mezcla de prueba y del nú-
mero de componentes:
I) se considera una disolución ideal (Firoozabadi, 

1999).

II) se supone una disolución diluida (el componente 
con la mayor actividad en el alimento se selecciona 
como el “solvente”).

III) se trata como una disolución diluida (el compo-
nente con la menor actividad en el alimento se se-
lecciona como “solvente”).

IV) se considera una disolución diluida (el componen-
te con la menor actividad en el alimento se selec-
ciona como “soluto”).

Después de aplicar el mapa iterativo (ecuación (9)) 
con los diferentes estimados iniciales se presentan las 
siguientes posibilidades: a) se localizan dos mínimos 
que no cumplen el CPTG; b) se localiza un mínimo que 
no cumple el CPTG; c) todas las condiciones iniciales 
conducen a la solución trivial. Los resultados del aná-
lisis de estabilidad material (los mínimos de la DPT) 
son empleados en la primera aproximación para los 
cálculos rigurosos de un flash isotérmico: cuando se 
localizan dos mínimos (posibilidad a) se usan estos di-
rectamente como estimados; no obstante, cuando se 
localiza un único mínimo (posibilidad b) es necesario 
un proceso adicional para generar la aproximación. 
Para manejar este aspecto, Michelsen (1986) propone 
resolver un flash isotérmico considerando el coeficien-
te de distribución constante e igual a:

 

(10)

EJEMPLOS Y DISCUSIÓN

Para ilustrar las ideas se consideran algunos ejemplos 
de flash isotérmico para las disoluciones de n-amil ace-
tato + agua + ácido acético y flash isotérmico reactivo 

i
i

i

XK
z



0K 

0K 

A partir del CPTG se concluye: a) si               en todos los 
mínimos, la solución es materialmente estable (resulta 
equivalente afirmar que la condición   debe satisfacerse 
en el mínimo global) y b) si            en uno o varios de los 
mínimos, la solución es materialmente inestable.

Para el caso del análisis de estabilidad material de 
una fase líquida, es conveniente escribir la ecuación (3) 
en términos de los coeficientes de actividad:

(5)
Michelsen (1982a) propuso un cambio de variable 

para iterar con un MSS:

(6)
Las nuevas variables (X1) se denominan “número de 

moles” porque satisfacen la misma relación que exis-
te entre las fracciones molares y las moles (Michelsen, 
1982a):

 

(7)
Adicionalmente, al sustituir (7) en (6):

(8)
Después de sustituir (6) en (5) se obtiene un mapa 

iterativo por sustituciones sucesivas:

(9)

Dependiendo de los estimados iniciales, la sucesión 
definida por (9) presenta los siguientes casos de con-
vergencia: a) la solución trivial (k=0 y x=z ); b) una 
solución no trivial con k<0 (indicando inestabilidad 
material); c) una solución no trivial con       ; sin em-
bargo existen casos excepcionales donde el mapa ite-
rativo dado por (9) presente divergencia (Heidemam & 
Michelsen, 1995). 

El punto de vista más popular consiste en considerar 
tantos estimados como componentes tenga la mezcla; 

0k 
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para las soluciones de ácido acético + butil alcohol + 
butil acetato + agua (ver especificaciones en la tabla 
1). La primera mezcla es de interés en la extracción del 
ácido acético diluido en soluciones acuosas emplean-
do n-amil acetato como solvente (Chang et al., 2005; 
Hung, et al., 2006; Wang, Cheng & Li, 2007) y la segunda 
es relevante en la producción de acetato de butilo por 
extracción reactiva (Minotti, Doherty & Malone, 1998; 
Rivera, 2004; Bonilla, et al., 2008). En todos los casos en 
los que se comprobó la inestabilidad material, se utili-
zaron los resultados de este análisis como la primera 

Sistema Composición

n-amil acetato + agua + ácido acético
NRTL (Chiang et al., 2002)
T = 298,15, p = 1 atm.

Mezcla 1: (0,28; 0,68; 0,04)

Mezcla 2: (0,56; 0,30; 0,14)

Mezcla 3: (0,15; 0,15; 0,70)

ácido acético + butil alcohol + butil acetato + agua
UNIQUAC (Wasylkiewicz y Ung, 2000)
T = 293,15, p = 1 atm

Binodal LLR

Tabla 1. Especificación de los ejemplos

Fuente: Los autores a partir de los resultados reportados en Chiang et al., 2002 y Wasylkiewicz y Ung, 2000.

aproximación para la solución rigurosa del flash líqui-
do – líquido.
Ejemplo 1: equilibrio líquido – líquido (ELL) en las 
soluciones n-amil acetato (1) + agua (2) + ácido 
acético (3)

Utilizando el MSS descrito en la estrategia de solu-
ción se analizó la estabilidad de las tres mezclas espe-
cificadas en la tabla 1. Los puntos estacionarios que se 
localizaron en cada caso se presentan en la tabla 2. No 
se muestra información sobre la mezcla 3 porque todas 
las condiciones iniciales generaron la solución trivial.

En acuerdo con los resultados de la tabla 2, las mez-
clas 1 y 2 son materialmente inestables. En la primera 
se localizaron dos puntos estacionarios y en la segun-
da mezcla se localizó un punto donde no se cumple el 
CPTG. Los resultados del análisis de estabilidad fueron 
empleados para iniciar el algoritmo de Rachford – Rice 
y se construyó la binodal líquido – líquido (ver figura 
2) a partir de cálculos de flash isotérmico, encontrando 
fácil convergencia en todo el intervalo de composicio-
nes. Este último aspecto es notable porque es conocida 
la dificultad de estos cálculos cerca de la región crítica 
(Sánchez, Estupiñán & Salazar, 2010).

Tabla 2. Puntos estacionarios 
para las mezclas 1 y 2

Fuente: Los autores.

La primera mezcla es de 
interés en la extracción del 
ácido acético diluido en 
soluciones acuosas empleando 
n-amil acetato como solvente 
y la segunda es relevante en la 
producción de acetato de butilo 
por extracción reactiva.

Mezcla Puntos estacionarios

1 (0,8550; 0,1346; 0,0103) 1,2346
(0,0003; 0,9956; 0,0041) 1,4313

2 (0,0005; 0,9630; 0,0365) 1,3125

Σ Xi
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La figura 2 también muestra los resultados del aná-
lisis de estabilidad material para las mezclas 1 y 2. Los 
estimados para el flash isotérmico se unieron mediante 
una recta que aproxima la línea de reparto correspon-
diente. Debe observarse que estas rectas no necesaria-
mente son colineales con el alimento, no obstante, se-
gún se puede observar en la figura 2, siempre resultan 
en una excelente aproximación de la composición de 
las fases de refinados y extractos.

Ejemplo 2: Equilibrio líquido – líquido reactivo 
(ELLR) en las soluciones de ácido acético (1) + 
butil alcohol (2) + agua (3) + butil acetato (4)

La binodal líquido – líquido reactiva es importante 
en el diseño conceptual de procesos productivos de 
butil acetato por destilación reactiva y extracción reac-
tiva. El módulo básico para el trazado de la envolvente 
es el flash isotérmico reactivo. En el grupo de investi-
gación de Procesos de Separación no Convencionales 
(GPS) se han realizado algunos trabajos empleando la 
variante reactiva del procedimiento de Rachford y Rice 
(Henley & Rosen, 1979), sin embargo, se encontraron 

Figura 2. Binodal líquido – líquido para las soluciones de n-amil acetato 
+ agua + ácido acético a 298,15 K

serios problemas de convergencia e inestabilidad nu-
mérica, concluyendo que este método es muy sensible 
a los estimados iniciales. En el presente estudio se com-
plementó la versión reactiva del algoritmo de Rachford 
y Rice (Henley & Rosen, 1979) con el análisis de esta-
bilidad presentado y no se encontraron problemas de 
convergencia o estabilidad numérica. La figura 3 mues-
tra los resultados de algunas líneas de reparto reactivas 
que definen el contorno de la envolvente reactiva. Para 
facilitar la representación, el diagrama se elaboró en 
el espacio de las variables transformadas de Doherty 
(Ung & Doherty, 1995). 

Fuente: Los autores. 

La binodal líquido – líquido 
reactiva es importante en el 
diseño conceptual de procesos 
productivos de butil acetato 
por destilación reactiva y 
extracción reactiva. 
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En la tabla 3 se compararon los resultados obtenidos 
con los reportados por Bonilla, Acosta y Tapia (2008). 
Al observar la información presentada en la tabla (par-
ticularmente la desviación estándar) puede concluirse 
que los resultados guardan correspondencia con el tra-
bajo de Bonilla, Acosta y Tapia (2008). Lo interesante en 
este ejemplo es que sugiere que los problemas de con-
vergencia de los algoritmos disponibles para el cálculo 

del equilibrio líquido – líquido reactivo pueden mejo-
rarse implementando el análisis de estabilidad de ma-
terial como paso previo al cálculo del flash isotérmico. 
Aunque no son ilustrados aquí, también se realizaron 
pruebas con las envolventes reactivas involucradas en 
la producción de n-amil acetato y n-hexilacetato me-
diante reacciones de esterificación sin encontrar pro-
blemas de convergencia o estabilidad.

Fuente: Los autores con base en los resultados reportados por Bonilla, Acosta y Tapia (2008.)

Figura 3. Equilibrio líquido – líquido reactivo para las soluciones de ácido acético 
(1) + butil alcohol (2) + agua (3) + butil acetato (4) a 293,15 K.
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Alimento
( z1; z2; z3; z4 )

Bonilla, Acosta y Tapia (2008) Este trabajo Desv. Estándar 

(0,010; 0,400; 0,590) 46,0950 44,2531 1,3024
(0,050; 0,400; 0,550) 9,2152 8,8441 0,2624
(0,100; 0,200; 0,700) 2,6796 2,4733 0,1459
(0,150; 0,300; 0,550) 2,4648 2,3218 0,1011
(0,150; 0,500; 0,350) 3,7574 3,6261 0,0928
(0,200; 0,300; 0,500) 1,8920 1,7718 0,0850
(0,300; 0,300; 0,400) 1,3410 1,2348 0,0751
(0,300; 0,400; 0,300) 1,6227 1,5319 0,0642
(0,397, 0,294, 0,309) 1,0649 0,9587 0,0751
(0,394, 0,274, 0,332) 1,0323 0,9218 0,0781
(0,300; 0,150, 0,550) 0,9693 0,8216 0,1044

Fuente: Los autores con base en los resultados reportados por Bonilla, Acosta y Tapia (2008).

Tabla 3. Pendientes de las líneas de reparto reactivas para las disoluciones de ácido acético 
(1) + butil alcohol (2) + agua (3) + butil acetato (4) a 293.15 K

CONCLUSIONES

El análisis de la estabilidad material, basado en el crite-
rio del plano tangente de Gibbs, demostró ser de gran 
utilidad como antesala al cálculo del flash isotérmico 
porque sus resultados proporcionan excelentes estima-
dos para las fracciones molares de las fases formadas 
en el ELL y el ELLR.

Cuando el algoritmo de Rachford y Rice (incluso en 
su variante reactiva) inicia con los resultados de una 
prueba de estabilidad material converge sin problemas 
a una solución no trivial del problema del ELL. Este 
aspecto es positivo porque este algoritmo suele tener 
problemas de convergencia con estimados imprecisos.

Aunque el algoritmo se mostró robusto en todos 
los casos investigados, la teoría sobre los métodos de 
sustituciones sucesivas aplicados a los problemas del 
equilibrio de fases, permite conjeturar que no es posi-
ble una solución general del problema de la estabilidad 
utilizando solamente métodos de sustituciones.

Cuando el algoritmo de 
Rachford y Rice (incluso 
en su variante reactiva) 
inicia con los resultados 
de una prueba de 
estabilidad material 
converge sin problemas 
a una solución no trivial 
del problema del ELL. 
Este aspecto es positivo 
porque este algoritmo 
suele tener problemas 
de convergencia con 
estimados imprecisos. 
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